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1. Inleiding en

i Hear
R < e

dieptce besproken werd,

meerdere delen, leder een constante

zullen echter in het algemeen verschil

lend zijn.

sbodem bestaat dus ult een aantal horizontale vlakken, met

door verticale discontinuiteitsvliakken, die zich op

lizaar verbonden
en horizontaal vlak als discontinulteitskron

men projecteren, Dit

moet natuurll jk beschouwd nlas een ideallise

LA " - bt e e & 4 p—-— e o e o
zeval, waarblj twee reeen van elk ten naasten blj constante diepte

door een met sterke

helling
voorstudlic voor het in

met elkaar verbonden zijn en dient
11 jkheld belang

L reval

2]

23 1lngevoerde begrip-
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o 53 ':.F *
ha 'I.‘ .r-
3 iéq 2 -:'.

van een zee met veranderli jke
23

o

Evenals in

bas.ren we ons weer op de door Schalkwl]k

gegeven differentiaalvergell jkingen. De 1in TWw
pen als windpotentialen, stroomfunctie en complexe potentiaal voeren

waarna bliljkt dat

"J.
" ™ -iq“ Ic) gl
e s o

hier in, de oplossing van de gestelde vraag:
riaal 5?(ﬁ),

weer een analytische functile,

stukken geheel bepaald is door de conplexe poten

is 1n de verschillende deeliebleden

waarvoor nu rand- en overgangsvoorwaarde

n gegeven zijn., De eerste
de laa T = te 18

gelden langs de rand (kust) van de zee, g£s de pgrens-

olljkt aat

lllll

leggen., (2).

Het geval dat de zee ult nmeer dan twee delen met verschillende
diepten bestaat, blijf't das
van Ttwee deelgebieden met versct

rna verder onbesproken, doch in het peval

illende Jdiepten, wordt een oplos-
singsmethode aangegeven, dle neerkomt op de opstellling van een
integraal-vergellijking die tot een 1in de literatuur type be-
hoort (3). Voor het geval dat ue dlepte in het ene deel zeer veel

groter 1s dan 1in
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behulp van ultslulitend randvoorwaarden
Het blijkt

gedeelte gevonden kan

dat een eerste benadering voOoor

worden, indien we

gebled als randvoorwaar..:

5 v

vVl

E boven het normale niveau nul is. Deze voorwaarde, dlu
phnyslisch zeer plausibel 1s voert tot een enigszins ongewone rand-
voorwaarde voor de complexe potentiaal. In 5. werdt de oplossing val
dit type rand |

broblemen besprok

Als practische toepassing beschouwen we in 6. de voorstelling van

Noordzee als rechthoekipe baal van een oceaan die een halfvlak
2% van dit

veel groter 1is dan dile van de zee, Met enlue benaderlingen wordt het
windef'fect aan de landziljde van de baal berekend. De ultkomst bli kt
redelljk goed overeen te stemmen met Schalkwiljks resultaat voor het
geval van een gelijkmatig hellende bodem.

Het 1s duldelijk dat de conceptle van deeliebleden met constante
dicepte slechts een benadering kan geven van de realiteit. Daar

echter op deze wijze langs strengy analytische weg een 1nzlicht in

verscilllende verschljnselen, die bij nict constante diepte optre-
den, verkregen kan worden, 1s o.l. het gebrulk van dit beeld ge-
rechtvaardigd.,

2. Overpangsveoorwaarden en ecnduldigheld.

Yot

We zullen in deze paragraal veronderste llen, dat de zee een p -
bied 2) G van het ,y-vlak beslaat dat begrensd en hetzl] enkel-
voudly samenhangend, hetzij meervoudlg samenhangend op de in TW 253,
pag. 11 besc ireven wljze (eindig veel "eilanden") is.

wWe nemen nu aan dat G ultecenvalt in elndlyg veel deelgebleden

GjﬁGgﬁmﬁmﬁG in elk waarvan de dlepte van de zee (in ongestoorde

Ny
toestand) cgnﬁtant is en de waarde H., resp. Hys ... TESP. H o heelt.
Zij-[" de rand van G}ff(j) die van Gj (J = 1,...5n). Samenvallende
delen van [ en [f(j) (J = 1,...5n) duiden we aan met [, samenval-
lende delen van _F(J) en f‘(k) (Jsk=1,...,n) noemen we fﬁkm ij

(zle fig.2.1).

i

) Evenals in TW 23 zullen we onder een gebled verstaan een open

amenhangende puntverzameling, waarvan de rand bestaat uit een

antal continu differentieerbare kKrommen.,
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L.

bestaan . blj somma-

. L ) " . - , . -
ties o.d. zullen

i A =
AL
Tl ,

stilzwl jgend veronder-
stellen dat de som-

matic alleen wordt

unitgestrekt over die
termen dle werkelljk
bestaan,

0
)
Y3

richting 0 resSp.
[‘(j) kiezen we de bilj
G, resp. G, benhorende

]
positieve omloopszin (zodanig

iat G 3

3 links 1ligt).
ITeder dcoel van.,rxj) is of ook cen

deel van [ of ook een deel
van een zekere Jf(k). De positicve richtingen langs samenvallende
de len van [ en [w(j) »1lJn dezelfde, die langs samenvallende delcn
van ['(j) an If(k) zijn tegengesteld (vgl., fig. 2.1).

We gaan weer ult van de vergelijkingen van Schalkwillk (zic voor
de betekenls der lotters TW 23, pag. !
in loder doer gebiloeden Gj constgnt 18, goelden deze slechts In hel -

wendlge der
Z1]

gebleden Gj.
>) (1 = 1,...50), (£w1>

e
W - &, Hj @fadd J (@'ﬁ>
div S = 0. ’ (230

Als randvoorwaarde langs de rand [" van G (de kust) eisen we dat
s
de normale component van S daar nul is,

Als overg

cemeenschappell jke rand ITJH:

we nemen aan dat
niet van H afhang

de grootheid D (de "Reibungstiefe™ van Ekmar
‘ hoogstens in eerste benadering




oversangsvoorwaarden z1ilin physisch

We zullon nu weer potenti

Allereerst merken we oOp
windpotentialen
A voorkomt,

U en V geen
stellen dus weer |

waarin windpotentialen z1l]jn,

Op grond van opmerking bewljs van lemma 3 (TW
nen we aannemn.:n dat U en V continu en @@ﬁwaavﬂi%.gihn:uuf}ﬁPj?

23%) kun-

De definltie van de stroomfunctic (J (x,y) kunncn we niet zonder
geheel G

neay ult TW ¢ 5 overnemoen in het al; ellieelrnl N iet in
continu differentlcerbaar is (S behoe{ T 1 blj een Kromme ljm:
niet continu te zljn, slechts de normale component 18 dat).
Tegeven rand- en overgangsvoorwaarden voarggpmlijkt

''''' zedefinlcerd kan worden, waarvoor in leder der gepleden
;(j) geldt

i * - _ L ;"- _
(lanus f‘hj)fmmﬁt in inwendige richting gedifferentieerd worden ”),

= o
4+ )We nemen aan dat S continu is in iudwr~d@r*afgmslatmn gebleden

?(3) waarbij we met continulteit op de rand van ngnatuuwlijk

J
bedoelen continuitelt bij nadering langs een wlllekeurige we, dic
1 —3

geheel in uj verloopt. In ¢en punt van I“jk heeft S dus in het al-
gemeen tw&@t”waard@m“ﬁ cen die continu aansluilt bij de "waarden®
ult G, en cen dile aansluit bijad@ "waarden'" ult G,.; volgens dc
tweede over angsvoorwaarde zljn echter de normale componenten van

de twee "waarden'" gelil k.

%5yﬁ“tijifiﬁﬁenti&ti@ in Inwendige richting van een in Gj+4r(j) oede -
finicerde functie @ (x,y) bedoclon we het volgende., De vector grad¢p
Wwordt in een puﬂt V%ﬂ.,r(j) Ledeflinile @Td door de eis dat

ndr voor alle aangroellngen drg waarvan de richting

pepaald, mits we aan-

veel continu-differcn

prad p geheel

Mimn@n GJ valt.
staat ult eindig

nemen dat de rand

tieerbsa
rot

en de partiele
deflinieren

dat ook in dit geval ecn in G+ L continu en ecenwaardige strooma

. im — D — .. e . I



In ﬁﬁpﬁﬂdix 1 bewiljzen we namelijk de volge

o

uitbreiding is van l.mma 1 ult TW 23

& &

ZL]
sloten pebileden

2en gebled van het hiler beschouwde type. In ieder der afge-

”*1 L) (J = ?;.*‘yn} zlJ een vector- veldmgi(xgy)
, wel k@ velden aa
o v 1s continu in Gj + f"{ﬁﬁ

A

O .
2 . V_ 1s continu differentieerb

gedei’ inleerc

iﬁ en hier geldt

(j) en f\is de

37. langs het gemeenschappeliljke deel J:j van
normalce componant van vj nul.
4~ . langs het

—

de normale component van vj selljk aan dle van Vi

Dan is er in G+ 1 een Op een additleve constante na @@nduidig De -
praald scalar-veld

(x,y) met de volgende eilgenschappen:

e @ ,
7. @ is continu en eenwaariig in G+ [,

¢ 18 continu differentiecerbaar in GJ+~P(J) (jmqj“,jn) an
hier geldt

y i
ﬁj

bﬁplf(j> moet In inwendige richtling gedifferentieerd worden,

in een punt van Fgw seldt bl differentiatie in de richtin-
K o - .
dat -rot K- resp. v

van Giﬁ resp. G

Ik

Nemen we Iin deze s8telling voor de velden v

4w = J .
bleden (. +~T(j) continue veld . S, dat op grond van (@.%) arn  uw
rand- en overgangsvoorwaarden muw aan de andere voorwaarden van ..o

het In ieder der .-

b
b bt

X
S "

stelling voldoet, dan volgt hieruilt direct de bewering.

Op dezelfde manier als
functies

blijkt vervolgens dat er complexe

1 (X ﬁ y) ( j = T, .60, I"l)

van 2 = X+1y zijn die continu zljn in GJ +'Iw<j) en analytisch in
;'{j) geldt




en

in G+ fﬂ

xunnen elisen dat

op dezelfde manler als 1In
W 273

. + U = const (2.10)

_. A L
e Jdelen van i deze lfde

en deze constante heeft langs samenhangend

Opmerking. Als |'uit meerdere, niet samenhangende delen bestaat (in
het geval dat G nlet enkelvoudlg samenhangend 1is; ook voor ,fg Kan

dat al het
niet dezelfde waar

geval ziin) behoeflt de constante op deze delen natuurlijk

de aan te nemen.,

In appendix 2 bewljzen we dat door de overgangs- en randvoorwaarden
2.8)., (2.9), en (2.10) de functies qu( ) (J = 1,...,n) (die ana-
Eytisch in G en continu in Gj+gf( J) moeten zljn) eenduldig bepaal:l
z1lin op additieve constanten Cj
hangen echter onderling samen: we kunnen de additieve constante in

na. pbeze additleve constanten

= 1,...,n) schrijven als

-]
J

Q} e ;i? C + i(C“ A

C')s (2.17)
waarin C en ' willekeurlge reele getallen zljn.

Me © (2.6) en (2.?) volgt hierult datfﬁb@p&alﬁ is op de additive
constante C na en C. op de additieve constante C!' na.

vrije additieve constante in (diw physisch onbelangrijk ig)
kunnen we bepalen door de els dat () nul is op de "bultenrand" van

G. En de vrilje constante in (. kunnen
een voorgeschreven waarde heell 1In een zeker punt van G of door da

we bepalen door de eis dat &




- 7 —
segeven vaste dezelfde
, dat als we
1len,
"physische functles

'?%ﬂaQE Kunnen we echter laten zlen
len Klezen, die hetzel:

windveld voorste

g) veranderen, doch
en C nlet vev@nu@r@n,

Als het gebled G niet begr
bovenstaande resultaten direct

de meeste van. de
Met
hetzelfde voorb:-

betrek-

gheid van de opl

23.

5. Twee g@biﬁgﬁmm metl vers cilm‘m@@ diepten,

Reductle tot een integraalvergelijking.

Indien het gebiled G bestaat uit elgebleden G, en

[
zullen veronde -

|', T i wt® ’ Al _‘_-5'.' _‘:!‘r .';-;
;i |
) TS _ . 2 h

dan lulden de rand- en over-

Langs vworw&awd

U%M(z) (k = 1.2) een functie diec analytisch is in Gy, en
| en zodanig dat op [ e ldt

R@*/\% = - U | (3.5)

~aan daar U op {ﬁ( ) continu 1s en kunnen ge-
ulp van de integraal van Polsson-Schwarz:

vonde




-8 _

Stel ﬂk(z)mﬂz(z)+_/\.k(z) (k = 1,2) (3.7)

: A
Dan lulden voor de functies (L (z) (k = 1,2), die in G, analytisch

: K ﬂ .
en 1in G + I (k) continu moeten zijn, de rand- en overgangsvoorwasr-
den

I}

' <o (3.8)

e %o =0, . (3.9)

Mps Ayl P =25 %y (3.10)
T M X * ¥

@1 - 7\1(1?1* + V + Im/\.,l)me?g- %2(W2+V+Im./\.2)(3d1)

We zullen dit probleem nu herleiden tot een z.g. singuliere inte-
graalvergell jking met kern van het Cauchy-type. Deze herleilding guat
net eenvoudigste met behulp van een tweetal formules van Plemelj,

die in de theorie van dit type integraalvergelijkingen en verwante
problemen een essentiele rol spelen (vgl. Muskhelishvili, LB_] ).
71J | een continu differentieerbare kromme zonder dubbe lpurn -

ten in het z-vlak. Z1] (]p (z) een op [ gedefinleerde reele of com-
plexe functie die daar voldoet aan een z.g. HOolder-voorwaarde:

er zljn positieve constanten A en & , zodanig dat voor ieder
tweetal punten Z, en z, van I geldt

V(2. )-p(z5)] £ A \Z/‘___zg\ﬂ 5)

We beschouwen nu de functie

] t L
'Q(Z)zm f %étz‘ldt" (5.15)
.

Deze functle 1is analytisch en eenwaardig in het gehele z-vlak, bc-
B

halve op I en nadert (behalve eventueel in de eindpunten van [ )

continu tot een eindige limiet als z tot een punt z _  van 1" nadert

+ zijde (- zijde) van [ dic zijle die links (rechts) van 17 ligt

als _ " in de integratie-richting doorlopen wordt, dan geldt bl

nadering van do + zijde tot Z

~ T def. : N L [ C r - n
1 (Z’o) B V;l-,»l%lo(—i-)n(‘”)“ < <P(Zc>)+ 27 1 £ %“Zo 4t (3.145)

en blj nadering van de - zljde

e geine T wewes B B R e TR SR DR

geldt dat als Lp (z) een continmuzafgele ide (langs | ) heeft, dan

= _ -~ 1 o s
voldoet P (z) aan de voorwaarde (%3.12) met um= 1. De meeste 'pow-
ne' functies voldoen dus aan de HOlder-voorwaarde.



1tegralen opgevat worden
Een andere schriji-

wiljze voor ﬂﬁxﬁ ﬁwrmméﬁ& is

(5.,16)

, (3.17)

o p A - s ,
De functies £1 "(z_ ) en O Holder-voor-

waarde . Voor een ultvoerige

‘@h’“%liﬂﬁ en bewljzen van het boven-

staande verwljzen we naar Muskhelishvili

Indlen de ~ bekend waren, dan
e

S, (z) en 05(z)

konden we, @@bruik e -

heel bepalen,

21 g Tl tan HS r 19

= q p(z).

=(ﬁ) een nog onbekende reele functie is dle we onderwerpen aan

ten van [, ., omdat

p(2) qu
f}(s.f;) en dus spec Mal de waarden van ‘P? en “Vg lang
p (z). Daar op grond van (3.18) reeds aan (3,10)
blijft dan (3.11) ter bepaling van de functie ga( ,,,,,
de formule van Poisson-Schwarz volgt uit (3.8), (3. ) 539!
(3.18) (de waarden vanhfb: resp. €§;,ziJn.c0ntinu Op f% -+ F}Eﬁ
resp., fé +-F}2, dank z1 ) de Dbiljvoorwaarden voor qﬁ(z) in de elind-
punten van f}z)

kunnen

&

A
ﬁ (”’“’“‘“‘ =T

F ..u% f’:;g

wanneer

7% links wvan f}ﬁ 1igt; Cﬁ

an fm z1lin de reeds vermelde af-

1o ooy doorlopmwordt dat
zijn vrije reele constanten en [
Deeldingsfuncties.

Eisen

an ¢,

1

(p (z) op I 1o @an de HOlder-voorwaarde
genera Eiﬁﬁti@ uit d@ formules (3.14)),
.o geldt




gralen natuurlijk weer als hoofdwaarden zljn bedoel:d,
.20) en (3.21) in in (3.11) dan krijgen we
' alvergellijking, geldlg voor

Vullen we nu (3.18
ter bepallng van

e 'FHE

2 ot . __

dlrect, dat we kunnen schrijven

blijkt

AEH“’

K(” t) -W + }*{{a.. )

waarin k(z_,t) begrensd is vooradle t en Z., OF I 10 K(z,,t) 1is du
singuller in het punt t = z, en wel van het Cauchywtyp@ 7)
We zullen de theorie en de oplossingsmethoden, dle door Muskhelish-
:111,[3]u1tv0@r1gb@h@ndeﬁ worden, hilcr niet bespreken. Slechts
merken we op dat door de gestelde nevenvoorwaarde (dat ¢ (z) nul is
in de eindpun “en vam.F?@) de constante C eenduldlg bepaald 1s -
één waarde C, van C heeft de vergelijking (3.22) een
cplossing die aan deze nevenvegorwaarde voldoet (en Wwe lke Inderdaad
ook aan de Holder-voorwaarde blijMﬁ te voldoen), Hilerdoor zijn dan
epaald, uit (3.23) volgt dan
, waarin C' een vrije reel:
(z) en £2,(2) neer op de

o B " . 0 | e g | | .
W ey de WfbﬁulﬂifqgﬂvwiL’+J

ih 1 )
ook f! (z) one iy o
w@-d@urv&n in

slechts voor

\ “%Cg)ﬁ G@ =

ﬁm

reen last
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Deze Integraalvaol-

echter alleen eenvoudip
beeldingsfuncties . (z) en {,(z)
‘ ons het

indien de 4il-

meest lniteresseren, rech
elliptische functles als afbeeld

B " ,.:, L 5 it ﬁﬂr'a
" e W AT g g iy i ¥ 7 ) I i . A ¥ m
hoekisz van vorm ziin., waarbi
By My ﬁww L e ol %;' m’;@ s ' Aa, i o e it p y T

ingsfuncties beh

oren, zal de oplosg-

ETe

gevallen slechts

o)
e g "

| . srensd zlgn,
kan op vrilijwel analoge wljze behandeld worden. Slechts moet reke-
ning gehouden worden met het feilt dat de complexe potentiaal voor
een onbegrensd gebled slechts dan geheel bepaald is, wanneer het

25, pag, 1l j .

Het geval, waarin de gebleden G, en G, nlet beide be

Lteratlie-methode

We beschouwen nog eens het geval dat G bestaat ult slechts twee
deelgebieden met verschlllende diepte. Hiervoor gelden de rand- en
overganzgsvoorwaarden (3.1) t/m (3.4).

13 nu d > diepts in het gebiled G,% groot ten opzichte van die in
Dit komt er op neer dat

éw W — << % . (L}‘ - )

We schrijven de ranpsvoorwaarden (3.3) en (3.4) nu als vol-t:

V
langs [, geldt &, + U = ¢
P

. V).

Elimineren

(H.2)

rand- en oOvVergangsvoorws

arden ook als volgt formu-
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en substitueren deze ultdrukkingen 1n (@.w

de coefficienten van de verschillende machten van € alle nul zijn,
; a4 w w . ; e K, 1 g .
dan vinden we voor de functies £1§ )(z) en flé )(m) (k = 0,1,...) ae

volgende randvoorwaarden:
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Essentizel 1s, dat op deze wljze het ocorspronkeli jke
3chilllende

te maken hadden met twee, in vers

Y T e T )

{inleerde lunctles, waarvoor ranc
T men, waarin steeds
welke ultslultend rand-

Cende functie voorkomt, voor

n het hier
we hier ni=2t onderzoeken. In het algemeen zal deze wel verzekerd

-procede zullen

De convergentile va gegchelste lteratie

z1lin.

dlepte in G
‘% .. (o) (9) (2). -

retatie van de randvoorwaarden voor §11 (z) en {}-E(ﬂ}. In

woor ( 2# . 8 i ) =1

We beschouwen nu nog het geval dat € zeer klein 1is (dus dat du

groot is t.o.v. dle in G,) en vragen speciaal naar uc

interp

i . . .
Leval 1s A, =4, zodat we In goede benadering

(4.9a) ; 3)

Kunnen schrijven

a'§)(z); SERIEPPE

D

e

e
I

(o :

L B

AP
<
O
+
<
il
(o

Q£g)+ U - A

Hierult volgt:
voor de stromingz in het (diepe) gebied G? gedraagt de grenslign

§T12 zich in nulde benadering als een kust; de stroming in het

(@ﬂdi@g- gebled G

is zodanlyg, dat langs de prenslljn fﬁg in

1
windeffect ¢. nul is (vgl. formule (2.8)).

2

betoog, het tweede zlen we 1n als we bedenken dat

gedeelte zlch gedraa..tv

vanult het ondiepe ged
grote capacltell, waar water in en uit

reservolr met zeer

g verhang nodi; L.

J o

aan ook uit (4.3) t/m (4.
M @ L .
zonder meer &= 0 en A, = 5*\-@ stellen,
-ﬁu‘i

ontst i) als we d&arin



er(z) voor £

de func éi” ie (1 5 behoort een

be tere b@nad@rin% voor 2. (z
door (12(3) gegeven h@@v@@EMWid water 1n of ult stroomt (in @@Pﬁ%@

instantie hadden

aarloosd). Enz.

deze in- en ultstroming

Ve rw

Voor de benaderingen van f)L %nilg zien de randvoorwaarden er

% en C )

dus als volgt uit (vgl. de formules (2.0) en (2.7) voor ®

Dat dit schemaweel 11jkt op het hlerboven behandelde, zlen we
als we Ilﬁﬁ)(g)ﬂdjlj

kﬁq)(z)m fléN) (k = 1,2) stellen (te vergelij-

ﬁ L n ~ (n _ s _ |
kKen met de grnotheden € “;,( ) ult het vorige). Hliervoor gelden de

randvoorwaarden:




dlt veel

.'.l::", . e i, ST : c oe L d 4 4 g, S i ; g
laatste voorwaarde
i o UL f " b . _ ;

Lste voorwe
T e
i i;% G } P daar
Q) is dat nlet het geval omdat

las

1arde 1s echterpr

et
& ::’;::f peag o
i['| ']
'.: l'l'l
X &
-t i
i
i I" 3 :l
& J'-E: ",_- “
Vi .00
L i
Wit
- ..‘.-

E- 1ty I'l‘ §|W E : :J.-!-u\rﬂh-r .- 5 'l iy ?F’! . L, j e
‘:ii E_‘E %"ﬂ% 1 . k -'-‘F %:::& 5 % "’EF if! W d‘%j:r:% k ’%"j“ﬁ% ,5! fdﬂid -E-:'rr ]'IE ':.' Lt II?:
i gttt 15' [:% i gt el 3 & e
Hir -

niet meer voorkomt.

]

U 5 & "“ 0y, % ' oy # % Yo ¥ 3"‘:{ ot i . . g i e : o v, o, ‘ ) i
% . LEe y grenzend aan een andere zee met veel groter diep

LY

1) G een beg nke lvoudlg samenhangend geb
rani | bestaat uit deler f? en |,

en een andere zee m-t zZeer veel

grotere dilepts. Hier geldt volzens
(4.9d) (bij Y :nadering
voorwaarde

) de rand-

o
(5.2)

“reéel en ima

de complexe

ginalr deel van

Hierin zljn weer |
potentiaal €1 (z) die in G analytisch en in G+ { continu moet zijn.

wWe Kunnen he

ney stellen:

L probleem lets algeme
¥ | f
F (z) die analytisch is in G en continu op

gevraagd zlj de functile
" , en voldoet aan de volgende randvoorwaarden

. « "
[,: Re F (z)- 2 Im F

i ;fg(ﬁ) Op [ resp. ﬁ
reele functies zijn, die aan de in 3. genoemde Hdlder-voorwaarde
voldoen 9) en A een poslitlieve constante 1ls.

Het 1s duideliljk dat de bepaling van de functies iﬂKg)(E)
(k = 0,1,..., ook onder deze probleemstelling valt (afmezian van de
we kunnen cchter aantonen dat hileraan blj de pro
blemen uit 4. steeds voldaan is),

Het is prettig (hoewel niet noodzakelljk) om te beginnen met de
aling van een functie /\%(m) (met behulp van de formule van
andere wijze), die analytisch is in G en con-

Yo

Holder-voorwaarde;

bep

t mm m p G -%' r @ m 1:‘ m fgﬁ rw @ ‘ P 1 @@? i %@; S ; E %@ 1 {ai. ﬁ

e Ju ( e ) T ( “ ) ( D2 /

voldoen dus

differentieerbaar in G+ | en




Wlillernn OV,
, “ o g I DA _ o :
Voor de functle
JOlgende voorwaarden:

K . s

.
tinu in G+f ,

.; Hr, . W W? | . f . | et

Men kan bewl jzen dat de functle Z) 20
P (z)

i
; I ?:-.I.
A [ b ik 1
‘“ﬁ

weer aan de Hdlder-voorwaarde voldoet.,

ginnen nu met het geval dat het
Im 2z > 0O 1is en dat iﬁ het deel -1 {2z {1 en
de reele ags is. Daarna zullen

\VRAR ¢

we door conforme afbeelding
het probleem voor een wille-
keuri,m zebied hierop herlei-
den., Als extra els blj het
halve vlak (een niet-begrensd

zebled) stellen we dat F(z) fig. 5.2

tot een constante nadert als 2z - < (blnnen G).

De te bepalen functie F(z) is gedefiniee analytisch in het

bovenste halve vlak. We kunnen echter F(z) analytisch voortzetten

in het onderste halve vlak door de definitie: in z=x+iy met y € 0 1is

F(z)= AF(%)m -Re F(x,-y)+ 1 Im.F(Xﬁ*iy) (5.70)

(met de streep is weer de complex geconjugeerde van een getal be-
doeld). Het blijkt direct dat de aldus gedefinieerde functie F(E)
ook in het onderste halve vlak analytisch 1s (bv. uit de differen-
). Verder volgt uit (5.10)
geldt {de bovenzlijde noemen we de + zljde)

tlaalvergelljkingen van Cauchy-Rig

dat op de reele as

(5.17)

F(z) continu is als we het deel
we lbekende stelling

' “ " LTS l “H
Vob o
oy i

= - U, dan kunncrn
de [functie
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% %
L &

analytische voortzetting
halve vliak,

Hier 1s dus F(z) in het algemeen niet continu.
Voor de aldus ultgebreide fun (
elsen ﬂ
F(z) iz analytisch in het gehele,
viak en continu in de afsluiting
2Y, Langs I . ge dt (5.13),

F(z) nadert tot een constante als z —

We zullen de functie F(z), dle hieraan voldoet bepalen met behulp
van een kunstgreep (voor een ultvoerige "aflelding
greep zie men Muskhelishvili, |

1] )’bepaald door

Kuns € -

" van deze

mkﬁ €J<(r<:§u (5‘?§a

Dan kunnen we voor (5.13) schrijven (na vermenigvuldig
-sinw¥y )

e

waarin voor de logarithmen de hoofdwaarden g
deel tussen - 7T en + 7T ).
Langs de recle as geldt dan

voor x > 1 G+(x)m g

vVoor -1¢ x <7

VOoor x <4 -1




volgende elsen

gedraagt zlch in het oneindige

=) A 3. i i
Ao
T i i % ;
L] ¥ h 1a
. U L ')
s : & L )
s ¥ o T
: ; i g H j
(2 iy Iy ]
i 3 !
‘o i ¥
3 21 b3 3
B it L7
ko
H
" ¢

voldoet aan al deze eisen op grond van een kleilne uitbreiding van het
in het begin van 3. besprokene en de formule (3.10) van Plemelj (de
integrand van (5.19) 1is niet begrensd in t = + ”

1+t, resp. 1-t zljn echter groter dan -1,
convergeert (voor z ;é + 1), de resultaten uig 3

Voor de functile

Aponen ten van
integraal wel

2 -
2

F(z)= 1 cos Ty (z+1)

(5.20)
vaarmee de oplossing van het op pag,ﬂﬁ probleem voor li

@ V& l d a t G @ @ Il h & 1 f * WV l a M i S

gevonden 1is,

1. Men kan bewijzen (zie

1 muskhﬁliﬂhviliﬁKB}, Ch,4) dat in
eving van z=1 geldt F(z)= -1 (1)+ F (z), waarin F" (z) tot n .
nadert als z tot 1 nadert, F(z) 1s hier dus inderdaad begrensd en

continu, en de limietwaarde 1is in overeceenstem
(5 ‘} eIl (5 9) VOLlg i@lijku b@l&

ming met hetgeen ult

t In de omgeving van z2=-1,

We beschouwen nu het algemene geval van een wlllekeurig gebled G.
ZiJ w = £(z) de functle die het gebied G conflorm afbeeldt op
halve vlak Im w)» 0, zodanig dat het deel I‘q van de rand van G af. .-
beeld wordt op het deel (-1,+1) van de reele as van het w-viak
(dat we Ff'*ullen noemen, het overlige deel van de reele as van het

het

w-vlak noemen we ['» 5) -

Z13j op f‘ de fumctiw door




| ’ ' ¥
? ) P, gy i g V0 g b ! IR fifeize T TR Vo P i Fe
aande aan e volgende
h e I::.' 4 T b ; ; ﬁf‘ i ; T 5& : % T I * ) ;
i

eschouwen we nu de functile

dan 1s duldelijk dat dit de gezochte
N pag

func ¢ lie
.16 voldoet.,

¢ i
T

Immers, door de in G analytlsche functile
het webled Imw > O en resyp.
", van G op ﬂ , resp. F . F(z) 1is dus analytisch in G en continu
in G+ ' (dank z1ij het feit dat F (w) nadert tot e
is F(z) ook continu in het ”
alrebeeld).
Verder is duidel jk aan (5

bied G afrebeeld op

en constante als

punt van 1 5

n, terwlijl voor een punt z

.9) voldas

van Fq (waarbij het punt W, = f(zc} van F:*

ehoort )

Re F(Em)“ A Im ﬁ(ﬂ@)m

dus ook aan (5.38) is voldaan,
Door (%,21)ﬁ (5,3?) en (5.23) 1s de oplossing
stelde probleem dus geheel bepaald.

positieve richting) en we vinden met (5.21) en (5.23)

Het pebruik van deze formule is echter niet altijd voordel
dan dat van de formules (5.21), (5.22) en (5.23) omdat ¢
die van (5.22).

hulp van de formule (3.14%) va
dat de functle F(ﬁ} uit- ( *




>. Rechthoekl e zee, grenzend aan sen veel diepere
O. Re ekl e zee, grenzend aan zen veel diepere
vindve 1d
&% ﬁ, - P %-,m - »
We

- - : o 4 il ATy oy
, v:;% AR ) FE - h U zﬂ o j df R bl E
e N O B _ - . 5,580 h s,

net geval dat het gebiled
recnthnoelkk 18 (ﬁi% fig, @.1) en verond

d
By

F » Y —— . . o o B i o LI | . » . UV Y o
dlepte groot s t.o.v, die 1in Mgﬁ We kunnen dit gebled

n met

lel voor de Atlantlsche Oceaa
(vegl. TW 23, 10). Verder

nemen we aan dat het

opvatten als mos

windveld homogeen 1is

en voorgesteld

wijze met de componenten

van het windveld samen-

nangen. Tenslotte stellen we de els dat voor z — oo

“flzuaym 1A,z O(m"?). (6.2)

Deze els 1s nodig om het probleem eenduidiyg oplosbaar te maken (v 1.
| .t) i @ ﬂ G Y {E P ﬂ 1 ¢, t
' i

} ( oy ) - i .ﬁ,.. T I
plauslibele op-

T .
L e o
= 1 £l
g T

2%, 7) en is zodanig gesteld dat, wanneer het

was (@f de diepte nul zou hebben), de oplossing zou zZ
(in TW 2%, 7. hebben we aangetoond dat dit de meest
lossing 1s voor het geval van mogeen windvald).,

e toestand®

De 2is (6.2) z 2t nu dat voor grote z deze "ongestoord
benaderd moet worden, ook als de zee wel aanwezlg is (vgl. ook de
23, 10).

inlelding van Tw

We zullen dit probleem behandelen met de in 4, aangeg

X A
we stellen dus £ = “""l 1 “22-

en nemen aan dat € &« 1 1s. Verder

stellen we

. l'. b ..:_‘u

benevens de voorwaarde (6
Hierult volgt direct

(f;%) (z)= 1 B, 2 . (6.3)

@ e Yran d VOO Iwéaa eI ( L%' » " A&
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<}>(§)- 7\2' W(g)m - kej A, x  langs [‘112. (6.5)

En voor ﬂ(;) hebben we de randvoorwaarde (4.9b), die we mel (6.2)
kunnen schrijven als

(1)
(P(;)" 7\;'3 '01)(%): ?Lé (A,} X - A‘l Xx)= 0 langs F12,

waarult volgt Q(;) = 0. We zien dus dat
_0_2(2): D_(g)(z)-i- £2 _Q_(g) (z)+...,

waarult volgt dat, als & klein 1is,
- o
Q,(z) ~0'9) (2) | (6.6)

een zeer goede benadering is.
l
Schrijven we ter afkorting f£2 (z) voor _Q(g) (z) en A voor N s
dan 1is dus te bepalen de functie £ (z), analytisch in G2 en continu

in G2 + Fg + ffl 5 die voldoet aan de volgende randvoorwaarden
18.118;8 (" . C.I.) = () a )
0 _ }' (6.7)
langs 1) P . AY = - NA, X = AV (x,0)

Dit probleem is van het in 5. behandelde type.

Voor de cplossing moeten we eerst de functie w = £(z) bepalen
die het gebiled G2 conform afbeeldt op het halve vlak Im w > 0O, zo-
danig dat f}g afgebecld wordt op het interval (-1,1) van de reele
as van het w-vlak. Aan deze elsen voldoet

w = f(z)= - sn(K(k)z,k), (6.13)

waarin de functie sn(u,k) de elliptische sinus amplitudinis van
Jacobi met de modulus k en K(k) de volledige elliptische integraal
van de eerste soort met modulus k 1s; k moet bepaald worden uit

Kék'} = a, (6.5?;)

waarin, zoals gebruikelijk, k' =V1-k<.
De correspondentie tussen de verschillende bljzondere punten uit

zZ- en w-vlak is 1in de figuren 6.1 en 6.2 aangegeven. In het
volgende zullen we Iteeds ‘ '
de modulus van de ellip-
tische functizs en inte-
gralen weglaten, en dus

schrijven w=-sn K 2z,

K ,ﬁ |
gr = &, ete. fig, ©.2  w-vlak



QL{z)= -1 cos W

]
1 3
!

-]
waarin ) bepaald is door ctg T}
dings functle (6.8) 1is (het
integratie moet
ting).

minteken

gegchleden in de

We zullen ons nu beperken tot het geval a
Uit (6.9) volst dan dat k zeer

klein moet z1i]

K(k)m'gf(1 -

K(k')= 1n(%)+-% K

ult

In eerste benadering volgt hier met (6.9) voor a =
Z

en dit antwoord bhlijft in z'n eerste drie cijfers onveranderd, wan-
neemt.

neer men meer termen ult ﬁ@‘P@@RS@n in aanmerking
Nu gzeldt voor | Im z | < i&‘ de reeks

waarin qq =

Op grond van Uif?) volgt hieruit dat voor reele t in zeer goede be-
nadering geldt g< = € ‘

f{t)= - sn Kt ne (6.11)

we , wanneer we de functile
van de "zuldkust" vsa

Een verdere vereenvoudiging krijgen
{2 (z) slechts willen kennen- in de omg

zee (de 1ijn CDE). Stellen

n e

eving

i & i )
g g %%E

z = - 41 + x s
ge ldt

dan

Als z op de 1i] ligt



en 00K iIn een omgevi
| £(z)l nog zeer groot.
We maken dug slechts een rerince

naar onelndil: laten gaan. Vullco

4,
1
Ir.

waarult we na enige

® 1 |
7.1 3 - g/ ull
(z) ~ COS 3’&

0

Met V(t,o)= - A
kust gzeldt
ﬂl(z)m ....Q(Z)?\j,- 1 A I”}(J)’

1t vinden

. 1 r
waarin 11 ( é/)m = COS ™y g [ (ta

Voor het windeffect C volgt hieruit met (2.8

A
C-"v (K 3 b’) 2 P\ (A,] ¥ 4+ A o vy + A : T %

en daar A1 en AQ volgens TW 23

%H en W, van het windveld, kunnen we ook schrijven (A;;
" N

W
! :
C\w (X s ) = “""‘TT (E + 1 1 ( ) +

ge 5o

met de com poner ten

' P HIn [ [ N i _.
I st ity o . N k i
¢ & M T
- L a ey,
. . . .
£l

> 2 A.

waarin Iﬁ(K) 0P
heid A = A.

de boven beschreven wiljze bepaa

A au q I b s
— " 19 > iie ") vy 0o
> 7fjﬂf~j.}%3.in{m; diepte van de zee

ld 18 door de groot-

de Zuldkust,

Door de Rekenafdelling van het Mathematisch Centrum 1s de [unctlie
3L1Qy)'voor enkele waarden van Y berekend. Gevonden werd

y= U5 Rmmctgwgmzﬁ
0.48
0.46
Q.44
0,42

We merken op dat de functle IPRG

critisch van de waarde van A



g B g g m i % ﬁ %“%\ g :» Wl '\ﬁ, ’”‘r i, i e W ' "; 45U, B
5 ﬂ ﬁg‘ {'ﬂ:ﬁ i LE ; i m‘ﬂ ;;.é’ i "E {qum:} ?y»' }i?l . l?{.-d'g& @wﬁ! @ i i %Qﬁ% . _n..;?fj.. B ':I'pj- i 7y ,IL !
B 2
Sz :

(v.:1. Schalkwiik.l271 . .
(vil. Schalkwijk, [2], p.2

o A g ﬁ:j 3B Q ﬂ% H 3 ™ =

% f

arde van A vinden

(x en y

o

En speciaal voor het punt x = 0, y =
vinden we

ag

Stellen we nog W, = W ainv

% 2

de wind loodrecht op de "zuldkust" gericht is

de wind "krimpt"), dan kunnen we voor (¢

A .
Co= U

COS (f’m ﬁ?w) ' (@.Hﬁ}

Het resultaat (6.20) kunnen we vergelljken met het resultaat
(10.21) uit TW 23, dat berekend is onder de aanname dat de oceaan

ezlen van de factor - I.)

Pin

even diep is als dﬁ zee. Het verschil (afg
i ik

Yy
! 4

Ls de term O, (4

il

[ ¢

PE I
Tengevolge van het diépte-verschil tussen oceaan en zee

1S

en windelfect tengevolge van de windcomponent loodrecht op de a-

_ ci1l

van de baal bijgekomen.

We kunnen (06.20) en (6.21) ook vergelljken met het resultaat dat
Schalkwijk ({2], p.30) afleidt onder de aanname dat
lijkmatig hellende bodem heeft. Herlelden we zljn uiti
enaderingsmethode ver-

met een

een enigszins onduildell jke manier
kKregen is) tot onze vorm (voor zijn grootheid
wijl bij ons H = 65 m), dan luidt deze

2

het

te 1in de ﬁ@@%@?%ptﬁﬁwﬂtﬁ 18
dde lde van de

crootheid A de dilep
plausibel om te werken met het harmonilsch
dlepte.

13) B1j deze waarden van H,, H, en

benaderingen zeer goed zljn.

m
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Cm s (11 Wy - 3 Sl cos (- 14°).

De overeenkomst 1s, hoewel de uitgangspunten van de
verschillend zijn, opvallend.

kening geheel

bere

7. Linealir varlerend windveld boven een rechthoekige zee, grenzend
aan een dlepe oceaan.

We beschouwen hetzelfde gebied (vgl. fig.6.1) als in de vorige
paragraal; doch nemen aan dat de componenten van het windveld niet
constant, doch lineaire functies van x en y zijn.

We noemen de componenten van het windveld in het vervolg Wx en
W.. en stellen

Y
We =W + Wy x + Wy (y+2) (7.1)
W, =

gy = Wo + Woy X+ Wpg (y+2)

W.l en W2 zljn dus de gemiddelde waarden van de windcomponenten eri‘x Ny..
W-: bepalen eerst de bij (7.1) behorende windpotentialen.

Stellen we W,l = %D A‘l ete. (vgl. TW 23, (4.3)), dan moet vol-
gens (2.4)

- rot k U - grad V =(A ot ALLX 4 A12(y+2);,

1

B J

Toepassing van de operator k.rot op deze vergeliljking levert (vgl.
de rekenregels 1in appendix 1 van TW 23)

AU = A - A

2 12 °
We kunnen hieraan voldoen door te kilezen

U= -3 (Ayy - A12)(1"X2) (7.3)

en dan volgt uilt (7.2)

-grad Vo= (A, +A, % + A, o (y+2), Ay+hA ox+ Ayn(¥42)),

waaraan voldaan wordt door

2

2 -. (7 4

I}

. , 1
Vo= -(A 428, 5)x-(Ap+2Ros )Y-3 ApyX

e, dile

De windpotentialen (7.3) en (7.%) zijn echter niet de enilg
het windveld %(7.1 ) voortbrengen, we kunnen hlj de functle
U(x,y)+iv(x,y) nog een willekeurlge analytische functile N (z) van
z=x+1y optellen (vgl. lemma 3 in TW 23). We wlllen dize functie zo
bepalen dat voor de functile U*(x,y)mU + Re A geldt U = 0 op de
gehele rand van G.



- 26 -

Hiertoe ontwlkkelen we eerst U(x) in een Pourier-reeks:
2(A,. . -A
U(x)m — -—-——_2_13.______

™

Beschouw nu de functie

2(A21 A w1 COS | n (2+21)

Alz)= __—7_——' (n+d n+ EG -

&

Deze functle heeft de volgende elgenschappen
N(z) is in G een analytische functie van z (de reeks conver-
geert hier uniform; daar hier, zoals gemakkelijk te verifieren
is |cos (n+3) T (2+21))¢ ch(2n+1 )T ).

2% ReJ\.(_j-_ 1 + 1y)= 0 voor -4< y<oQ.

. = x-—-4 z - \Ii % ) T =
3°. Re A(x)= Re A(x-41)= "“"‘*"‘3—" ‘= Tors)3 008 (n+}) 7 x

= - U(x) voor -1¢x¢1 .

En daar voor z = + 1 + 1y , -4 ¢y <0 U =20 1s , geldt: U+ReN\= O
langs de gehele rand van G .

Nemen we dus als windpotentlalen

Utxﬁy)m U + Re /\ =

2{A, . -A. )
- 2 21 12 q
= - 4 (hgymyp) (1x5)r —51E
TT-
= n
{ .- ch n+——7r +2-.cosn | T X

"° (n+})

VTX,Y)'"": V 4 Im j\-:

= | _ , 1y 2 I _ 2
......---(AT +2A12)X”(A2+2A22)yw 3 A11K “A12X:y 5 A22y +-

2 (A )
i 21 12! 5
FE n=0

dan wordt ook hierdoor het windveld (7.1) voorgesteld, terwijl
U*(x,y}m O langs de hele rand van G.

oh(ntd)r(y+2) sin(atd) Tx (o .
- SRUERETTR X, (7.5)
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Met het oog op het vol

op dat uit (7.5) volgt
- ﬂqg)tp(x)ﬂ (7*6)

p(x), (7.7)

gende merken we nog
“(

¥
¥ L _

+ 28 5)x- % AL X

11

Ao,

Jx+ 4 Ay - % AL xT+(As, -AL,)

2 T 7 f4q

waarin ~0

LA (n+})

N=0 n

Enkele formules dle de berekening van deze functie
11jken zijn in appendix 3 vermeld.

We wlllen nu de opwaaling & 'x,y) bepalen die behoort bi]
windveld (7.1), waarbij we ons tevreden zullen stellen met de in 4.
aangegeven nulde benadering (die reeds een goede benadering 1s als

de oceaan zeer diep is ten opzichte van de zee).
Volgens (4#.8a) en (4.9a) hebben we in nulde benadering voor de
arden

complexe potentlaal 1In het gebled van de zee de randvoorwa
¢= - U langs FQ (vgl., fig.6.1)

$-AY=-v+av, langs [,

-1 A: G~ —
waarin ‘:‘—"‘:—E— 9 ~ .

Kiezen we nu de functies UY en V™ uit (7.4) en (7.5) als windpoten-
tlalen, dan krijgen we, dank zlj de elgenschappen van U™ dat de 1in
G analytische functie L (z)= ?+ 1Y moet voldoen aan

=0 langs Fg (7.9)

@ -a\\Pmﬁv*langs r12 . (7.10)

Dit probleem is in de vorige paragraaf reeds behandeld (vgl. de
randvoorwaarden (6.7)).

Als resultaat vinden we dat 1mngs de "zuldkust" geldt
1

N (z)=~ - %- COS™y é [ (tg %’ t)"%"\f"(w‘i+t,o)+(tg 7{1'- t)z‘rV'(‘l--t,,o)]d

(ctgmy =2X; 04 < 3).
Met (7.6) vinden we hieruit

waarin I, (y) door (6.1%4), en I, ()

] . '



gegeven ziljn,

Door de Rekenafdeling van het Mathematlisch Centrum is de functie
(P (x) getabelleerd en zijn de integralen 12(3 ) en IB(A/) berekend voor

X - 0,44 (Vgl. pag.gﬁﬁ X: Oﬁﬁgﬁ)'
Gevonden werd:

X = 0 P(x)= O x = 0,6 (x)= 0,407
01 0,074 0,7 0,457
0,2 0,147 0,8 0,497
0,5 0,218 0,9 0,526
0,4 0,286 1,0 0,541
0,5 0,349

€n Ig(oﬁqu)n Oj8195 1 O,)-l-)-i-)m O:Li‘72-

3 (
Hiermee vinden we
N(z)~- 1 ["0,84 (A, + 2 Ato)- 0,41 Al +~0,47(A21ﬁA12)},
(7.12)
geldig in het "zuldeliljke" deel van de zee.

Met behulp van (2.7) vinden we uit (7.7) en (7.12) dat voor de

opwaaillng langs de Zuidkust geldt (onder gebruikmaking van
D

Ay = T T en wanneer ook nog de schaalfactor 3 L wordt toe-

gevoegd )
C’: - 7\2 (V+Imﬁ)m

_ L - . : L , 1 L2y, ,
= WL(O,BMX)W,] - By - (0,41 - 3 xF)W, o+
+ (1,21 - 2 x +((x)) W,o + (0,47 - 9°(x))w21] : (7.13)

Speciaal vinden we voor x = 0O ("Hoek van Holland")

G\ o= i | 0,84 W, - bWy - 0,81 W 1,21 W40, 47 Wy,

0,41 W

Il

11+O,47(w21~4,




- 29 -

In deze laatste vorm een min of mee
l1ijke betekenis.

De term -4 WE 18 de belangrijkste, afkomstig
windcomponent 1in de y-richting.Het valt o '
voorkomt - voor de opwaaling tengevolge
Cing 1s de variatie van de windsterkte in de y-richting niet van
be lang.

De termen o,84 (w,l + 2 W

hebben alle termer

- 0,41 W '0lg van winden
in de x-richting in de omgeving van de g et ¢ a
y =0 geldt W = W, +2W 1o T Wag x). Vergelijk ook formule (0.2
: voorkomt. Thans blljkt dat speclaal de
x-component in de omgeving van de oceaanrand de extra-term veroor-

zaakt, nlet bv, de gemiddelde windsterkte in de x-riehting (W‘% ). De

term -0, 41 W’l treedt op omdat Wx langs de oceaanrand nog van

12)

(voor

waarin een term 0,84 W

X afhangt.
De term 0,47 (qu ~W12) tenslotte 1is een gevolg van de rotatle van
het windveld (k.rot W = WE‘l ~ 12) . BlJ posltieve rotatle wordt een

extra opwaaling veroorzaakt,.

Bij de beschouwing van de windvelden die optreden bij ernstige
N.W. stormen, vallen twee biljzonderheden vaak op:

a) In het algemeen is de windsterkte in het Westelijk deel van
de Noordzee veel groter dan iIn het Oostelijk deel (waar zich onge-
veer de kern van de depressie bevindt). Dit betekent dat de groot-
held W21 een vri]j grote positieve waarde kan hebben (de component

r' =y
It.‘ h

]
H

gebraische zin ) ) 5

Wy is negatief maar neemt met toenemende x toe (in al
b) Vaak gebeurt het dat de x-component van het windveld in de
Noordell jke t 21ft van de Noordzee practisch nul is, doch een posi-
tieve waarde heeft in het Zuidelijk deel van de Noordzee. Dit bete-
kent dat w,* + 2 W,‘? practisch nul 1s, doch dat w,‘g negatlief 1is
(W, neemt bij afnemende y toe).
Het is duidelijk dat beilde effecten volgens (7.14) een vergrotende
invlioed hebben op de waarde van C. in het punt "Hoek van Holland?',.

Als voorbeeld beschouwen we eerst het windveld wx = 0, )

De wind 1is dus overal langs de as gericht doch de sterkte 1s nul
langs de oostkust en langs de westkust 1ls de sterkte het dubbele

van de gemlddelde waarde W,
Uit (7.14%) vinden we dan, met W.=W,, =W,5, =0; W, = - W,
= 0O

Woy =W, W

2] 22

geleken bij wat we volgens (6.20) (voor "Hoek van Holland")
ging van 12%.




In figuur 7.1 1s een schets

de windkracht

N ? O zsrootte var
‘ - die ruwweg evenredlg 1is met

an de wind-

S \\\\%

<

AT TN ‘ zouden krijgen., Het extra-

'+ 7.1




Appendix 1.

We bewljzen eerst de volgende hulpstelling:

21 G een gebled van het in 2. beschouwde type. In i@dm* der

(3)
afgesloten gebleden GJ+F J (,j“‘l s«e.nn) 21j een vector-veld 1.1j (x,¥)

gedelfinlieerd dat aan de volgende elsen voldoet
©. 4, is continu in G.+[ (j)

17. U
5 I J , j
2 . langs het gemeenschappe lijke deel f;k (J,k=1,...n)van M en

[‘m isd tangentlele component van u ; gelijk aan dle van ﬁk'
Dan geldt
En- § ﬁ*j.é—_s) - i f {?j ..ﬁ% (AT *1)
rh J

( F is dat deel van |L° (J) dat samenvalt met de rand [ van G, de
integratierichting, langs f‘ is die, behorende bij [ ).

Bewljs:
We splitsen in het linkerlid van J(m 1) [ (J) (j = 1,..en) in
stukken Fj ; [—31 c++ey Iy (voor zover aanwezig). De integralen langs

goede

de delen [‘j leveren julst het rechterlid van (A1.1) (met de
integratie-richtingen). Verder komt iedere kromme F F s k=1, e.0)
blj deze splitsing tweemaal voor, een maal als deel van .- JS en

een maal als deel van L (k) . Bij de integratie langs [ (‘j) resp,

I - (k) wordt ij echter in verschillende zin doorlopen en daar langs
I L de tangentilele componenten van uj en Tfk gcelijk zijn, vallen

J _
de dintegralen langs de krommen f:},k tezgen elkaar weg.

Vervolzgens bewljzen we de in 2. genoemde stelling, dle we echter
in een iets algemenere vorm zullen ultspreken.
Stelling.

7Z1j G een gebied van het in 2. beschouwde type. In leder van de
af‘gesloten gebleden GJ+ F(j) (j = 1,...n) z2ijn vectorvelden
j (x,¥), resp. j(X,y) zedefinieerd die aan de volgende voorwaarden

voldoen:

is continu 1n Gj + P(j):

resp. v is continu differentieerbaar in Gj en hler

21dt k. rot u ] = 0,resp. div v, = 0, (A1.2)

het gemeenschappelijke deel T van I’ (4) en ['is de
| —g
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O , (3
4. langzs het gemeenschappelljke deel [ (J,k=1,...n) van [ (3)

W .
en f‘( ) 18 de tangentiéle component, res
_— 2 ! o
van uj’resp. ?j elljk aan die van u v

resp. v
Dan 1s e¢r een op een additieve constante nakeenduidi bepaald sca-
larveld ¥ (x,y) resp. ® (x,y) met de volgende
10.. ,% resp. P 18 continu en eenwaardig in G+ L s
2© v, resp. P 1s continu differentieerbaar in G, + P(j ) (J=1...n)
(op I° (J) moet in inwendige richtin j

g pedifferentieerd wor-

It

| -
- grady, resp. v, = - rot k i . (A1.3)

Bewl js:

We bewljzen deze stelling alleen voor het eerste geval (de vel -~
. ,
den U‘j en ¥ ) het tweede geval volgt direct hleruit indien 33
vangen wordt k X v, en ¥ d .
2 RE en Y door

Z1ij het veld u(x,y) gedefinieerd door

Ve l'=-

g

-
u = u

,.. (J) _ .
y In cj+£‘ (j = 1,...n)

.

Op de krommen Fj < 18 u hierdoor in het alg‘g~
gedefinieerd, de tangentiele component van u is dat echter wel,
dank zlj de voorwaarde 4°

Zz1j de functie Y (x,y) in G+l gedefinieerd door

ieen niet eenduidig

—p

N O (ho1.4)
C
waarin C een geheel in G+ 1 verlopende kromme is die een (willekeu-
rig gekozen) vast punt in G+ U verbindt met het punt (x,y), zodanig
dat C ieder der krommen [ ik hoogstens elndig vaak snijdt (C mag
wel gedeeltelijk met delen van de krommen T,jk samenvallen - de

tangentieéle component van "ﬁ' is hier eenduldig bepaald, dus de on-

bepaaldheid in U langs ij heeft geen invloed op deultkomst van de
integraal in (A1.4)).

De aldus gedefinieerde functie Y (x,y) 1s zeker continu 1n G+ 1"
en voldoet ook zeker aan (A1.3), ook in punten van de kromm
mits aan de goede zijde van [ gedifferentieerd wordt.

Om te bewljzen dat V¥ ::.. is in G+ 1 1s het voldoende om

te bewijzen, dat als C een gesloten kromme is die geheel 1n G+ I

P ot -
verloopt ¢ 1240y 211 chciaaen Fj K
geldt




b
Het deel G' van G dat binnen C ligt is van hetzelfde type als G
en heeft tot rand C benevens het deel [™' van ['dat binnen C ligt
(als G enkelvoudig samenhangend 1is, dan 1s ['' er niet), Noemen we
het deel van G, (J = 1,...n) dat binnen C ligt (indien aanwezig)
(}3 %) en de rand van G3 f(j) ’, dan geldt volgens de bovengenoemde
hulpstelling (A1.1)

—
u.as -+

ey

— - —
Nu 1s ou.an = 0, -
Fi

u nul 1is opp.

En volgens het theorema van Stokes (dat ook voor meervoudlg samen-

—

hangende gebieden geldt, mits u

eenwaardig is) 1is

J( ) uj.dSm Jj '.u rot ’C{'j d0 = 0O,
riJ) |

15 zeker continu is in Gj + 1 (3) , continu differentieerbaar

18 in G; en in Gj aan (A1.2) voldoet.

Dus i 0.ds = 0, waarmee de eenwaardigheid van de door (A1.4)
gedefiniBerde functie ¥ (x,y) bewezen 1is,.

Dat de velden ¥y dle aan alle eisen voldoen op een additlieve con-
stante na eenduidig bepaald zijn, volgt direct uilt het felt dat het
verschil van twee dergelijke velden een in G+ L continu veld is,
waarvan de gradient in alle deelgebleden Gy nul 1is.

Appendix 2.
We beginnen met het bewijs van een formule van het type van de
formul=s van Green:

1] G* een enkelvoud ig of meervoudlg samenhangend gebled van het
beschouwde type ("eindig veel eilanden")met rand [7. Zij de com-
plexe functie

= @iﬁ(xﬁy)%— 1 Y (x,y)

2 *
G* + 0¥ continu en eenwaardig en in G ¥ een analytische functie
zodanig dat grad @’ continu is in G¢¥ + ¥
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Bewljs: Volgens het theorema van Stokes geldt voor een vectorveld

U dat in GT + '™ continu en eenwaardig en in G* continu differen-

tieerbaar is

-» ~
JJ K. rot u d0 = é u.ds.
¥

C#-

Kies U = - qﬁgrad ?*a
Dan is in G¥

- , W* W
K.rot U = - E (grad\P*x grad $ ) - kx Y. rot grad P =
* = -7 %
= - grad P (k% grad\P ) .

Daar volgens lemma 2 uilt TW 23 (de vergelijkingen van Cauchy-Rie-
mann) geldt: grad ‘Y* = - rot ‘?* K x grad > 5 volgt hilerult

;.rot U = (grad @*)2 = (grad P )2
Hieruit volgt direct (A.2.1).

We bewljzen nu dat de 1in 2. ingevoerde complexe potentialen
_ﬂj (z) (J =1,...n) door de eis dat .Q.j(z) in GJ + L (4) continu
en in Gj} analytisch is en door de overgangs- en randvoorwaarden
(2.8), (2. 9) en (2.10) eenduidig bepaald zijn op additieve con-
stanten c4 na, dle aan (2.11) voldoen.

21] { 51(1 ) (z) § en { .(1(2) (z) } twee stellen complexe potentlalen

dle aan de bovengenoemde eisen voldoen, De verschil-functies
= e

_Q;(z)m J(x;y‘)-i- i \P*(ij)m (1)(2)-» (1 )(z (J=1,...n)

zljn dan ook continu in G + f( J) en analytisch in Gj en voldoen
aan de bij (2.3), (2.9 ) en (2.10) behorende homogene overgangs-
en randvoorwaarden:

lang f}k(j,km1,,..n) geldt: (A2.2)
(A2.3)
langs I'J (J = 1,...n) geldt (39»4)

Passen we nu de formule (A2.1) toe
ﬂj (z) (j = 1,...n) dan vinden we
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We passcen <2 hulpstelling (A1.1) ulit appendix 1 toe op de 1in
+ I (3) (J=1....n) gelefinieerde vectorvelden 19

?jn(h?#"q) )&,I’ad ?\31@

Volgzens (A2.2) en (A2.3) is langs de krommen F}K (j,k=1,...,n) de
tangentiele cumponent van ?J gelijk aan die van Tfk (uit (A2.3) volgt

| . T %
~ 1 ‘)@j - at}k

door differentiatie dat Ny S S A —<sz—). En volgens (A1.1) 1s

dus
;n i* § -1 ¥ -
)
i A j 1'\}’ ‘;’}@radi’*é;mo
b@ ,)==1 _

daar uit (A2.4) volgt dat T”'_ 0 langs [ j (J = 1,...n),
Voor de tweede term van (A2.6) schrijven we

Z_TR"1§ Ei’ gradq) dsz%i ;\31 %’ d (@j)emo
J =T o(d)

daar (} eenwaardig is in G+ () (J=1,...n).

¥ *
We hebben dus bewezen dat I = 0 1s en daar grad E'!Pj en grad 11]j
continu zijn in C{rj -+ f(‘j) (j-—-1 ...n) volgt ult (A2.5) '

*
grad (I) j = grad Yj = 0 1n Gj

dus ¢ j en \i’j zljn constant 1in Gj + I (J) (jJ=1,...n), want ze zijn
continu, *

+F(j) (J=1,...n)

\})*ﬂ‘m Cj - 7\31 Cj (J=1,...n), waarin C‘J
. gt uit (A2.2) en (A2.3) dat voor alle
en k, waarvoor de kromme FJ Ic bestaat, geldt C.j = O C'; = C;{.
Daar het gebied G samenhangend is, volgt hlerult datv C“j = C,

@j = C!' voor alle j.

we vinden dus als resultaat dat voor het verschlil van twee stellen

Oplossingen voor de complexe potentiaal moet

% -
ﬂj = ij me €

cy = iy C + 1 (C--r;\
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Appendix 3.
De functie (p (x) is door (7.8) gedefinleerd als’

20 N
p(x)= 25 7 _ﬁ:ll,), tgh (2n+1) T.sln (n+d) 7x 1< x <.
77 n=0 (n+3)

Daar reeds tgh @ = 0,9963 is het zinvol om naast P (x) te be-

schouwen de functie
*

(P(x)-—._: % (A301)

-3
T m S
O
ﬁ\
~
f)
g
.
)
o
S
>

Hiervoor geldt

2 M O n —
Y ~-2 )Y L2 sin (ned) ix %;-_-; In tg ¢ (1-x), (A3.2)

dx 2 n=0

il

hetgeen bewezen kan worden door Fourler-ontwikkeling van het rechter-

11d of door sommatie van de reeks met behulp van de machtreeks voor

de functie 1n %—% .

Verder zien we onmiddellijk

CO
¥ 16 N

_ ¥ _\_ 16 ] _ 14 4
‘P(O)-- 0, p(1)= 75 L= m = ‘7}"3’&(3):

n=0

waarin G (s) de zeta-functie van Riemann is (a(3)= 1,202,,) en

o0

*! 8 < -1 )M . '
@ (0)= = 1_ e 37}'-8?' ,» @7 (1)= 0,

o n=0

waarin L het zgn. getal van Catalan is (L = 0,916. . ).
Op grond van (A3.2) kunnen we schrijven

1=X
In tg 4 (1-x)- (1-x) . [ 2=
, sin "72': u
O_
1=-X
o f u© du
+ = A ————————— -
5 sin g u

Julstheid van deze formule, blijkt onmiddellijk door differentia-

beheersen.
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